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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ.

В математике первичными понятиями являются понятия множества, элемента и принадлежности элемента множеству.  Множество — это совокупность элементов, объединенных общим (характеристическим) свойством.

Обозначения:

A, B, C,(, X, Y, Z — множества;  a, b, c,(, x, y, z — элементы множеств; 

x(A обозначает принадлежность элемента х множеству А;

x( A — x не принадлежит множеству А;

(  — следовательно, если ( то;

(  — тогда и только тогда, необходимо и достаточно;

(— любой, каждый;

(  — существует.

Способы задания множеств.

— Перечислением элементов. Например, Х = {1, 2} — множество Х состоит из двух элементов: 1 и 2.

· Указанием характеристического свойства.

Например, X ={x: (x(1)(x+3) = 0} — это множество содержит два элемента — корни уравнения  (x(1)(x+3) = 0, то есть числа 1 и  (3.

А={((1, … , (n) : (12 + (22 + … + (n2 = 0} — такое множество содержит единственный набор чисел, состоящий из n нулей, т. е. А={(0, 0, … , 0)}.

Введем понятия пустого множества ( и универсального множества U. 

Пустое множество – это множество, не содержащее ни одного элемента:

(х  х ( (.

Универсальное множество – это множество, содержащее все элементы: (х х ( U.

Например {x ( R : x2 < 0} = (.  {x ( R : x2 ( 0} = R = U.

Во втором примере множество вещественных чисел R играет роль универсального множества.

Рассмотрим понятия подмножества и равенства множеств.

Множество А называется подмножеством множества В, если каждый элемент множества А является элементом множества В:

А ( В ( (х ( А ( х ( В)

Очевидно, что ( ( А, А ( А, А ( U для любого множества А.

Множества А и В называются равными, если каждый элемент множества А является элементом множества В и, наоборот, каждый элемент множества В является элементом множества А:

А = В ( А ( В и В ( А.

2. Операции над множествами.

Объединением А(В двух множеств А и В называется множество, состоящее из элементов, содержащихся либо в А, либо в В.
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x(A(B ( x(A или x(B;   x(A(B ( x(A и x(B.

Пересечением А(В двух множеств А и В называется множество, состоящее из элементов, содержащихся и в А, и в В.

x(A(B ( x(A и x(B;  x(A(B ( x(A или x(B.

Разностью А \ В множеств А и В называется множество, состоящее из тех элементов множества А, которые не принадлежат множеству В.

x(A\B ( x(A и x(B;   x(A\B ( x(A или x(B.

Разность U\A называется дополнением множества А и обозначается 
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.
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 ( x(A.

Свойства операций.

1. A(B=B(A                                                        8. 
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2. A(B=B(A                                                        9. A\B=A(
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3. A((B(C)=(A(B)(C                                      10. A(A=A(A=A
4. A( (B(C)=(A(B)(C                                      11. A((=A; A((=(
5. A((B(C)=(A(B)((A(C)                               12. A(U=U; A(U=A
6. A( (B(C)=(A(B)((A(C)                              13. A(
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Доказательство свойства 6.  A( (B(C)=(A(B)((A(C).

Возьмем  x(A((B(C)(x(A и x( B(C( x(A и (x(B или  x(C) ( (x(A и x(B) или (x(A и  x(C) ( x(A(B  или x(A(C)( x((A(B)((A(C).

Доказано, что . A( (B(C) ( (A(B)((A(C).
Возьмем x((A(B)((A(C) ( x(A(B  или x(A(C( (x(A и x(B) или (x(A и  x(C) ( x(A и (x(B или  x(C) ( x(A и x( B(C( x(A((B(C).

Доказано, что  A( (B(C) ( (A(B)((A(C). Тождество доказано.

Доказательство свойства 13. A(
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=U; A(
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A(
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 ( U — очевидно, так как U — универсальное множество.

Докажем, что A(
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 ( U.

Возьмем х(U( x(A или х(А( x(A или х(
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 ( х( A(
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 ( U ( A(
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. Тождество доказано.
A(
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Доказательство.

Предположим противное, что A(
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((. Тогда существует х( A(
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 ( x(A и х(
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( x(A и х(А. Получили противоречие. Следовательно, предположение A(
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((  неверно и A(
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Остальные свойства предлагается доказать самостоятельно в качестве упражнений.
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

§ 1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

1. ПРЯМОУГОЛЬНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ.

Определения.

· Прямая, на которой определено направление, называется осью.

· Отрезок на оси, ограниченный точками А и В, называется направленным, если определено, какая из этих точек считается его началом, какая концом.

· Направление отрезка — направление от его начала к его концу. Обозначается направленный отрезок 
[image: image25.wmf]AB

.

· Величиной АВ направленного отрезка 
[image: image26.wmf]AB

 называется его длина, взятая со знаком « + », если отрезок и ось одинаково направлены, и со знаком « ( » в противном случае. Таким образом,  АВ = ( ВА.

· Если на оси задана точка О (начало координат) и выбран положительно направленный отрезок в качестве масштабной единицы, то координата произвольной точки М на оси равна величине отрезка ОМ. В силу определения величины отрезка координата точки может быть как положительной, так и отрицательной.

· Величина произвольного отрезка 
[image: image27.wmf]2

1

M

M

 на оси равна х2 ( х1, где х1 — координата точки М1, х2 — координата точки М2.

· Две взаимно перпендикулярные оси, имеющие общее начало О и одинаковую масштабную единицу, образуют прямоугольную систему координат на плоскости.

· Три взаимно перпендикулярные оси, имеющие общее начало О и одинаковую масштабную единицу, образуют прямоугольную систему координат в пространстве.

Каждая точка плоскости имеет в данной системе координат 2 координаты:

M(x, y).

Каждая точка пространства имеет в данной системе координат 3 координаты: M(x, y, z). Координаты x, y, z равны соответственно величинам отрезков 
[image: image28.wmf]OA

,
[image: image29.wmf]OB

 и 
[image: image30.wmf]OC

, где точки А, В, С являются прямоугольными проекциями точки М на оси координат.

2. ВЕКТОРЫ НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ.

Любая упорядоченная пара точек А и В плоскости или пространства определяет направленный отрезок, или вектор
[image: image31.wmf]AB

. А — начало вектора, В — конец. Если А совпадает с В, то 
[image: image32.wmf]AB

= 
[image: image33.wmf]0

— нулевому вектору. Длина вектора равна расстоянию между его началом и концом. Векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых. Векторы называются ортогональными, если они лежат на взаимно перпендикулярных прямых. Три вектора называются компланарными, если они лежат в одной или параллельных плоскостях.
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Два вектора называются равными, если они коллинеарны, одинаково направлены и их длины равны. В силу последнего определения вектор не меняется, если его перенести параллельно самому себе. Поэтому вектор можно обозначать 
[image: image34.wmf]y

x

b

a

,

,

,

, не указывая точек начала и конца вектора.

Проекцией вектора 
[image: image35.wmf]a

 на ось называется величина направленного отрезка 
[image: image36.wmf]AB

, где точки А и В являются прямоугольными проекциями начала и конца вектора 
[image: image37.wmf]a

 на эту ось. Если обозначить через (, ( и ( углы, которые образует вектор 
[image: image38.wmf]a

 с осями координат OX, OY и OZ соответственно, то проекции 
[image: image39.wmf]z
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 вектора 
[image: image40.wmf]a

 на эти оси будут равны произведению длины вектора 
[image: image41.wmf]a

 на косинус соответствующего угла: 
[image: image42.wmf]a

=

cos

a

a

x

, 
[image: image43.wmf]b

=

cos

a

a

y

, 
[image: image44.wmf]g

=

cos

a
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z

.  Косинусы углов (, ( и ( называются направляющими косинусами вектора 
[image: image45.wmf]a

. Проекции 
[image: image46.wmf]z
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 вектора 
[image: image47.wmf]a

 на  оси координат называют координатами вектора 
[image: image48.wmf]a

в данной системе координат. Допустимо обозначение 
[image: image49.wmf]a

= (
[image: image50.wmf]z
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3. ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ.

Векторы на плоскости и в пространстве можно складывать и умножать на числа. Сложение векторов производится по правилу параллелограмма: если привести векторы к общему началу, то их суммой будет вектор, имеющий то же начало и являющийся диагональю параллелограмма, построенного на данных векторах. Произведением вектора 
[image: image51.wmf]a

 на число ( называется вектор (
[image: image52.wmf]a

, коллинеарный вектору 
[image: image53.wmf]a

, направленный так же, как 
[image: image54.wmf]a

, если ( > 0, и направленный в противоположную сторону, если (< 0, длина вектора  (
[image: image55.wmf]a

 равна длине вектора 
[image: image56.wmf]a

, умноженной на 
[image: image57.wmf]l

.

Операции над векторами удовлетворяют следующим свойствам:


[image: image58.wmf]a

+
[image: image59.wmf]b

= 
[image: image60.wmf]b

+
[image: image61.wmf]a



[image: image62.wmf]a

 + (
[image: image63.wmf]b

 + 
[image: image64.wmf]c

) = (
[image: image65.wmf]a

 + 
[image: image66.wmf]b

) + 
[image: image67.wmf]c


( (( 
[image: image68.wmf]a

) = ( ( ( ) 
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( ( + ( ) 
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 = ( 
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 + ( 
[image: image72.wmf]a


 ( (
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 + 
[image: image74.wmf]b

) = ( 
[image: image75.wmf]a

 + ( 
[image: image76.wmf]b


Если векторы 
[image: image77.wmf]a

 и 
[image: image78.wmf]b

 заданы своими координатами 
[image: image79.wmf]a

= (
[image: image80.wmf]z
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[image: image81.wmf]b

= (
[image: image82.wmf]z
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), то 
[image: image83.wmf]a

+
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4. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА ПО ОРТАМ.

Рассмотрим векторы 
[image: image88.wmf]i

, 
[image: image89.wmf]j

 и 
[image: image90.wmf]k

 единичной длины, направленные по осям координат. Эти три вектора (на плоскости два: 
[image: image91.wmf]i

и 
[image: image92.wmf]j

) обладают тем свойством, что про-
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извольный вектор 
[image: image93.wmf]a

может быть представлен в виде 
[image: image94.wmf]a

= 
[image: image95.wmf]k
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 ( на плоскости 
[image: image96.wmf]a

=
[image: image97.wmf]j
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). Эти равенства легко проверяются геометрическими построениями, поскольку на плоскости  любой вектор  
[image: image98.wmf]a

 является диагональю прямоугольника со сторонами, образованными векторами 
[image: image99.wmf]i
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 и 
[image: image100.wmf]j
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, а в пространстве — диагональю прямоугольного параллелепипеда со сторонами 
[image: image101.wmf]i
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[image: image103.wmf]k
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5. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ.

Скалярным произведением двух ненулевых векторов 
[image: image104.wmf]a

 и 
[image: image105.wmf]b

 называется число 
[image: image106.wmf]a

·
[image: image107.wmf]b

, равное произведению длин векторов 
[image: image108.wmf]a

 и 
[image: image109.wmf]b

на косинус угла между ними. 
[image: image110.wmf]a

·
[image: image111.wmf]b

=
[image: image112.wmf])

,

cos(

b

a

b

a

×

. Если хотя бы один из векторов равен 
[image: image113.wmf]0

, то их скалярное произведение считается равным 0.

Следствие.


[image: image114.wmf])

,

cos(

b

a

=
[image: image115.wmf]b

a
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.

Свойства скалярного произведения:

1) 
[image: image116.wmf]a

 ·
[image: image117.wmf]b

=
[image: image118.wmf]b

·
[image: image119.wmf]a

;

2) (
[image: image120.wmf]a

 ·
[image: image121.wmf]b

=
[image: image122.wmf]a

 ·(
[image: image123.wmf]b

=( (
[image: image124.wmf]a

 ·
[image: image125.wmf]b

);

3) 
[image: image126.wmf]a

 · (
[image: image127.wmf]b

+
[image: image128.wmf]c

) = 
[image: image129.wmf]a

 ·
[image: image130.wmf]b

 + 
[image: image131.wmf]a

 ·
[image: image132.wmf]c

;

4) 
[image: image133.wmf]a

 ·
[image: image134.wmf]a

=
[image: image135.wmf]2

a

. Из этого свойства следует, что 
[image: image136.wmf]a

=
[image: image137.wmf]a

a

×

.

5) Если 
[image: image138.wmf]a

(
[image: image139.wmf]0

 и 
[image: image140.wmf]b

(
[image: image141.wmf]0

, то 
[image: image142.wmf]a

 ·
[image: image143.wmf]b

= 0 ( 
[image: image144.wmf]a

 ( 
[image: image145.wmf]b

.

Следствия:


[image: image146.wmf]i

·
[image: image147.wmf]i

 = 
[image: image148.wmf]j

·
[image: image149.wmf]j

 = 
[image: image150.wmf]k

·
[image: image151.wmf]k

 = 1;


[image: image152.wmf]i

·
[image: image153.wmf]j

 = 
[image: image154.wmf]j

·
[image: image155.wmf]k

 = 
[image: image156.wmf]i

·
[image: image157.wmf]k

 = 0.

Теорема.

 Если векторы 
[image: image158.wmf]a

 и 
[image: image159.wmf]b

 заданы своими координатами 
[image: image160.wmf]a

= 
[image: image161.wmf]k

a

j

a

i

a

z

y

x

+

+

,


[image: image162.wmf]b

= 
[image: image163.wmf]k

b

j

b

i

b

z

y

x

+

+

, то 
[image: image164.wmf]a

·
[image: image165.wmf]b

= 
[image: image166.wmf]z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a

+

+

. Для векторов на плоскости имеем соответственно 
[image: image167.wmf]a

·
[image: image168.wmf]b

= 
[image: image169.wmf]y

y

x

x

b

a

b

a

+

.

Доказательство.

Доказательство проведем для случая векторов на плоскости.
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[image: image170.wmf]a

·
[image: image171.wmf]b

= (
[image: image172.wmf]j

a

i

a

y

x

+

)·(
[image: image173.wmf]j

b

i

b

y

x

+

) = 
[image: image174.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

j

j

b

a

i

j

b

a

j

i

b

a

i

i

b

a

y

y

x

y

y

x

x

x

×

+

×

+

×

+

×

 = = 
[image: image175.wmf]y

y

x

x

b

a

b

a

+

.

Следствия.

1) 
[image: image176.wmf]a

(
[image: image177.wmf]b

 ( 
[image: image178.wmf]z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a

+

+

= 0; для векторов на плоскости 
[image: image179.wmf]a

(
[image: image180.wmf]b

 ( 

( 
[image: image181.wmf]y

y

x

x

b

a

b

a

+

= 0;

2) 
[image: image182.wmf]a

 = 
[image: image183.wmf]2

2

2

z

y

x

a

a

a

+

+

; для векторов на плоскости 
[image: image184.wmf]a

 = 
[image: image185.wmf]2

2

y

x

a

a

+

;

3) 
[image: image186.wmf]2

2

2

2

2

2

)

,

(

cos

z

y

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

b

b

b

a

a

a

b

a

b

a

b

a

b

a

+

+

+

+

+

+

=

; для векторов на плоскости 
[image: image187.wmf]2

2

2

2

)

,

(

cos

y

x

y

x

y

y

x

x

b

b

a

a

b

a

b

a

b

a

+

+

+

=

.

6. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ.

Понятие векторного произведения вводится только для векторов в пространстве.

Векторным произведением 
[image: image188.wmf]a

 ( 
[image: image189.wmf]b

 двух ненулевых векторов 
[image: image190.wmf]a

 и 
[image: image191.wmf]b

 называется вектор 
[image: image192.wmf]c

, удовлетворяющий трем условиям:

1. 
[image: image193.wmf]c

( 
[image: image194.wmf]a

, 
[image: image195.wmf]c

( 
[image: image196.wmf]b

;

2. тройка векторов 
[image: image197.wmf]a

, 
[image: image198.wmf]b

, 
[image: image199.wmf]c

 является правой;

3. длина вектора 
[image: image200.wmf]c

 равна произведению длин векторов 
[image: image201.wmf]a

 и 
[image: image202.wmf]b

на синус угла между ними: 
[image: image203.wmf])

,

(

sin

b

a

b

a

c

×

=

.

Геометрический смысл векторного произведения: длина вектора 
[image: image204.wmf]c

 равна площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image205.wmf]a

 и 
[image: image206.wmf]b

.

Свойства векторного произведения.

1) 
[image: image207.wmf]a

 ( 
[image: image208.wmf]b

 = – 
[image: image209.wmf]b

( 
[image: image210.wmf]a

;

2) (
[image: image211.wmf]a

 ( 
[image: image212.wmf]b

=
[image: image213.wmf]a

 ( (
[image: image214.wmf]b

=( (
[image: image215.wmf]a

 ( 
[image: image216.wmf]b

);

3) 
[image: image217.wmf]a

 ( (
[image: image218.wmf]b

+
[image: image219.wmf]c

) = 
[image: image220.wmf]a

 ( 
[image: image221.wmf]b

 + 
[image: image222.wmf]a

 ( 
[image: image223.wmf]c

;

 4) Если 
[image: image224.wmf]a

(
[image: image225.wmf]0

 и 
[image: image226.wmf]b

(
[image: image227.wmf]0

, то 
[image: image228.wmf]a

 ( 
[image: image229.wmf]b

 = 
[image: image230.wmf]0

 ( 
[image: image231.wmf]a

 (( 
[image: image232.wmf]b

.

Следствия:


[image: image233.wmf]i

( 
[image: image234.wmf]i

 = 
[image: image235.wmf]j

(
[image: image236.wmf]j

 = 
[image: image237.wmf]k

( 
[image: image238.wmf]k

 = 
[image: image239.wmf]0

;


[image: image240.wmf]i

(
[image: image241.wmf]j

 = 
[image: image242.wmf]k

; 
[image: image243.wmf]j

( 
[image: image244.wmf]k

 =
[image: image245.wmf]i

; 
[image: image246.wmf]k

( 
[image: image247.wmf]i

 =
[image: image248.wmf]j

;  
[image: image249.wmf]j

( 
[image: image250.wmf]i

 = – 
[image: image251.wmf]k

; 
[image: image252.wmf]k

(
[image: image253.wmf]j

 = – 
[image: image254.wmf]i

; 
[image: image255.wmf]i

( 
[image: image256.wmf]k

 = –
[image: image257.wmf]j

.

Если векторы 
[image: image258.wmf]a

 и 
[image: image259.wmf]b

 заданы своими координатами 
[image: image260.wmf]a

= 
[image: image261.wmf]k

a

j

a

i

a

z

y

x

+

+

, 
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[image: image262.wmf]b

= 
[image: image263.wmf]k

b

j

b

i

b

z

y

x

+

+

,  то для вычисления векторного произведения 
[image: image264.wmf]a

 ( 
[image: image265.wmf]b

 используется формула 
[image: image266.wmf]c

= 
[image: image267.wmf]a

 ( 
[image: image268.wmf]b

 =
[image: image269.wmf]z

y

x

z

y

x

b

b

b

a

a

a

k

j

i

= 
[image: image270.wmf]i



 EMBED Equation.3  [image: image271.wmf]z

y

z

y

b

b

a

a

 – 
[image: image272.wmf]j



 EMBED Equation.3  [image: image273.wmf]z

x

z

x

b

b

a

a

 + 
[image: image274.wmf]k



 EMBED Equation.3  [image: image275.wmf]y

x

y

x

b

b

a

a

 = 

= 
[image: image276.wmf]i



 EMBED Equation.3  [image: image277.wmf])

(

y

z

z

y

b

a

b

a

-

 – 
[image: image278.wmf]j



 EMBED Equation.3  [image: image279.wmf])

(

x

z

z

x

b

a

b

a

-

 + 
[image: image280.wmf]k



 EMBED Equation.3  [image: image281.wmf])

(

x

y

y

x

b

a

b

a

-

. Здесь использованы понятия определителей второго и третьего порядков, которые изучаются в теме «Линейная алгебра».

7. СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ.

Понятие смешанного произведения определено только для векторов в пространстве.

Смешанным произведением векторов 
[image: image282.wmf]a

,  
[image: image283.wmf]b

 и  
[image: image284.wmf]c

 называется число, равное скалярному произведению вектора 
[image: image285.wmf]a

 на векторное произведение векторов  
[image: image286.wmf]b

 и  
[image: image287.wmf]c

: 
[image: image288.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image289.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image290.wmf]c

 = 
[image: image291.wmf]a

· (
[image: image292.wmf]b

( 
[image: image293.wmf]c

).

Геометрический смысл смешанного произведения: модуль смешанного произведения 
[image: image294.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image295.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image296.wmf]c

 равен объему параллелепипеда, построенного на векторах 
[image: image297.wmf]a

,  
[image: image298.wmf]b

 и  
[image: image299.wmf]c

. Действительно, 
[image: image300.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image301.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image302.wmf]c

 = 
[image: image303.wmf]a

· (
[image: image304.wmf]b

( 
[image: image305.wmf]c

) = 
[image: image306.wmf]a

´

cos

c

b

a

, где ( — угол между вектором 
[image: image307.wmf]a

 и вектором 
[image: image308.wmf]b

( 
[image: image309.wmf]c

, который перпендикулярен плоскости, содержащей векторы 
[image: image310.wmf]b

 и  
[image: image311.wmf]c

. В силу последнего произведение 
[image: image312.wmf]a

cos

a

 равно высоте параллелепипеда, взятой со знаком « + », если угол ( острый, и со знаком « – », если угол ( тупой. Длина вектора 
[image: image313.wmf]b

( 
[image: image314.wmf]c

 равна площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image315.wmf]b

 и 
[image: image316.wmf]c

, который является основанием нашего параллелепипеда.  В результате вышесказанного 
[image: image317.wmf]c

b

a

 = 
[image: image318.wmf]a

´

cos

a

c

b

 = Sоснования · h = Vпараллелепипеда. Если рассмотреть пирамиду, построенную на векторах  
[image: image319.wmf]a

,  
[image: image320.wmf]b

 и  
[image: image321.wmf]c

, то ее объем будет равен 
[image: image322.wmf]c

b

a

6

1

.

Смешанное произведение векторов используется для проверки компланарности векторов: 

векторы 
[image: image323.wmf]a

, 
[image: image324.wmf]b

 и 
[image: image325.wmf]c

 компланарны  ( 
[image: image326.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image327.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image328.wmf]c

 = 0.

Как вычислить смешанное произведение векторов 
[image: image329.wmf]a

, 
[image: image330.wmf]b

 и 
[image: image331.wmf]c

, если векторы  
[image: image332.wmf]a

, 
[image: image333.wmf]b

 и 
[image: image334.wmf]c

 заданы своими координатами:   
[image: image335.wmf]a

= 
[image: image336.wmf]k

a

j

a

i

a

z

y

x

+

+

 , 
[image: image337.wmf]b

= 
[image: image338.wmf]k

b

j

b

i

b

z

y

x

+

+

,


[image: image339.wmf]c

 = 
[image: image340.wmf]k

c

j

c

i

c

z

y

x

+

+

 ?
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[image: image341.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image342.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image343.wmf]c

 = 
[image: image344.wmf]a

· (
[image: image345.wmf]b

( 
[image: image346.wmf]c

) = (
[image: image347.wmf]k

a

j

a

i

a

z

y

x

+

+

) · 
[image: image348.wmf]z

y

x

z

y

x

c

c

c

b

b

b

k

j

i

 = 

= (
[image: image349.wmf]k

a

j

a

i

a

z

y

x

+

+

) · 
[image: image350.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

y

x

y

x

z

x

z

x

z

y

z

y

c

c

b

b

k

c

c

b

b

j

c

c

b

b

i

 =

 =
[image: image351.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

y

x

y

x

z

z

x

z

x

y

z

y

z

y

x

c

c

b

b

a

c

c

b

b

a

c

c

b

b

a

 = 
[image: image352.wmf]z

y

x

z

y

x

z

y

x

c

c

c

b

b

b

a

a

a

. 

Следствие.

 Векторы 
[image: image353.wmf]a

, 
[image: image354.wmf]b

 и 
[image: image355.wmf]c

 компланарны  тогда и только тогда, когда 
[image: image356.wmf]z

y

x

z

y

x

z

y

x

c

c

c

b

b

b

a

a

a

 = 0.

§ 2. ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

ЗАДАЧА 1. РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ТОЧКАМИ.

Расстояние между точками M 1 (x 1, y 1, z 1) и M 2 (x 2, y 2, z 2) вычисляется как длина вектора 
[image: image357.wmf]2

1

M

M

. Поскольку вектор 
[image: image358.wmf]2

1

M

M

 имеет координаты (x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1), то его длина, равная расстоянию между точками М 1 и М 2, вычисляется по формуле 
[image: image359.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

2

2

1

2

2

1

2

z

z

y

y

x

x

d

-

+

-

+

-

=

.

Для точек на плоскости 
[image: image360.wmf]2

1

M

M

= (x2 – x1, y2 – y1) и 
[image: image361.wmf](

)

(

)

2

1

2

2

1

2

y

y

x

x

d

-

+

-

=

.

ЗАДАЧА 2. ДЕЛЕНИЕ ОТРЕЗКА В ОТНОШЕНИИ (.

Даны точки M 1 (x 1, y 1, z 1) и M 2 (x 2, y 2, z 2).

Найти координаты точки М (x, y, z), делящей отрезок  М 1 М 2 в отношении (, если ( = 
[image: image362.wmf]2

1

M

M

M

M

, где М 1 М и М М 2 величины направленных отрезков 
[image: image363.wmf]M

M

1

 и 
[image: image364.wmf]2

M

M

.

Если точка М лежит между точками М 1 и М 2, то отрезки 
[image: image365.wmf]M

M

1

 и 
[image: image366.wmf]2

M

M

одинаково направлены и ( ( 0. Если же точка М лежит на прямой М 1 М 2 левее М 1 или правее М 2, то отрезки 
[image: image367.wmf]M

M

1

 и 
[image: image368.wmf]2

M

M

 направлены  в  разные  стороны и

( ( 0. Поскольку для величин отрезков  
[image: image369.wmf]M

M

1

  и  
[image: image370.wmf]2

M

M

 справедливо  соотношение

М 1 М = ( М М 2, а векторы  
[image: image371.wmf]M

M

1

 и 
[image: image372.wmf]2

M

M

 коллинеарны, то эти векторы связаны равенством 
[image: image373.wmf]M

M

1

 = ( 
[image: image374.wmf]2

M

M

.

10

В координатной форме это равенство равносильно системе 
[image: image375.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

l

=

-

-

l

=

-

-

l

=

-

)

(

)

(

)

(

2

1

2

1

2

1

z

z

z

z

y

y

y

y

x

x

x

x

, которая имеет решение 
[image: image376.wmf]l

+

l

+

=

1

2

1

x

x

x

, 
[image: image377.wmf]l

+

l

+

=

1

2

1

y

y

y

, 
[image: image378.wmf]l

+

l

+

=

1

2

1

z

z

z

.

Если точка М делит отрезок М 1 М 2 пополам, то ( = 1 и координаты точки М вычисляются по формулам 
[image: image379.wmf]2

2

1

x

x

x

+

=

, 
[image: image380.wmf]2

2

1

y

y

y

+

=

, 
[image: image381.wmf]2

2

1

z

z

z

+

=

.

Для точек М 1,  М 2 и М, расположенных на плоскости и имеющих по две координаты, полученные формулы имеют вид 
[image: image382.wmf]l

+

l

+

=

1

2

1

x

x

x

, 
[image: image383.wmf]l

+

l

+

=

1

2

1

y

y

y

.

§ 3. ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ

1 .ЛИНИИ НА ПЛОСКОСТИ.

Линия   на  плоскости   может   быть   задана   уравнением   от  двух  переменных

F(x, y) = 0, которому удовлетворяют координаты каждой точки этой линии и не удовлетворяют координаты ни одной другой точки. Для нахождения точек пересечения двух линий надо найти решения системы уравнений этих линий.

Линия на плоскости, а также в пространстве, может рассматриваться как траектория движения точки. В этом случае ее описывают системой параметрических уравнений 
[image: image384.wmf]î

í

ì

=

=

)

(

)

(

t

y

y

t

x

x

для линии на плоскости или 
[image: image385.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

)

(

)

(

)

(

t

z

z

t

y

y

t

x

x

для линии в пространстве. При разных значениях параметра t получаем разные точки заданной линии. Можно использовать также векторное параметрическое уравнение линии: 
[image: image386.wmf])

(

t

r

r

=

, где 
[image: image387.wmf])

(

t

r

— радиус-вектор точки линии, определяемой значением параметра t.

2. КАНОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТИ.

Пусть даны точка М 0  и вектор 
[image: image388.wmf]a

. Требуется найти уравнение прямой, проходящей через точку М 0 параллельно вектору 
[image: image389.wmf]a

.

Возьмем на искомой прямой произвольную точку М и рассмотрим 
[image: image390.wmf]r

 и
[image: image391.wmf]0

r

— радиусы-векторы точек М и М 0. Вектор 
[image: image392.wmf]0

0

r

r

M

M

-

=

 лежит на прямой и, следовательно, коллинеарен вектору
[image: image393.wmf]a

, что равносильно векторному равенству 
[image: image394.wmf]r

– 
[image: image395.wmf]0

r

 = 
[image: image396.wmf]a

t.

 Полученное уравнение называется векторным параметрическим уравнением прямой. Переписав это уравнение в координатной форме, получим параметрические
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уравнения прямой 
[image: image397.wmf]î

í

ì

a

=

-

a

=

-

t

y

y

t

x

x

2

0

1

0

, или
[image: image398.wmf]î

í

ì

a

+

=

a

+

=

t

y

y

t

x

x

2

0

1

0

. В полученных уравнениях         x 0 и y 0 — координаты точки М 0, а ( 1 и ( 2 — координаты вектора 
[image: image399.wmf]a

, который называется  направляющим вектором  прямой.

Если  ( 1  и  ( 2  отличны  от  нуля,  то  из  параметрических  уравнений  получим    
[image: image400.wmf]1

0

a

-

=

x

x

t

 и 
[image: image401.wmf]2

0

a

-

=

y

y

t

, что дает нам возможность получить каноническое уравнение прямой 
[image: image402.wmf]1

0

a

-

x

x

= 
[image: image403.wmf]2

0

a

-

y

y

, которое представляет собой условие пропорциональности координат коллинеарных векторов 
[image: image404.wmf])

;

(

0

0

0

y

y

x

x

M

M

-

-

=

 и 
[image: image405.wmf])

;

(

2

1

a

a

=

a

. В силу последнего замечания  каноническое уравнение прямой имеет смысл и в случае, когда одна из координат вектора 
[image: image406.wmf]a

равна 0. Например, уравнение 
[image: image407.wmf]0

1

-

x

=
[image: image408.wmf]3

2

+

y

 задает прямую, проходящую через точку М 0 (1, –2) параллельно вектору  
[image: image409.wmf]a

= (0; 3), то есть вертикальную прямую.

Каноническое уравнение прямой удобно использовать для получения уравнения прямой, проходящей через две заданные точки. Действительно, если заданы на прямой две точки M 1 (x 1, y 1) и M 2 (x 2, y 2), то вектор 
[image: image410.wmf]2

1

M

M

=
[image: image411.wmf])

;

(

1

2

1

2

y

y

x

x

-

-

, лежащий на прямой, можно использовать в качестве направляющего вектора. Тогда каноническое уравнение примет вид 
[image: image412.wmf]1

2

1

x

x

x

x

-

-

=
[image: image413.wmf]1

2

1

y

y

y

y

-

-

. Получили  уравнение прямой, проходящей через две точки. 

Прямые, заданные каноническим или параметрическими уравнениями будут параллельны, если их направляющие векторы коллинеарны, и перпендикулярны, если их направляющие векторы ортогональны:

L1: 
[image: image414.wmf]1

1

a

-

x

x

= 
[image: image415.wmf]2

1

a

-

y

y

, 
[image: image416.wmf])

;

(

2

1

a

a

=

a

— направляющий вектор,

L2: 
[image: image417.wmf]1

2

b

-

x

x

= 
[image: image418.wmf]2

2

b

-

y

y

, 
[image: image419.wmf])

;

(

2

1

b

b

=

b

  — направляющий вектор.

L1 ((  L2  ( 
[image: image420.wmf]2

2

1

1

b

a

=

b

a

;    L1 (  L2  ( 
[image: image421.wmf]0

2

2

1

1

=

b

a

+

b

a

.

3. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ.

Пусть даны точка М 0 (x 0, y 0) и вектор 
[image: image422.wmf]n

(A; B). Требуется найти уравнение прямой, проходящей через точку М 0 перпендикулярно вектору 
[image: image423.wmf]n

.

12

Возьмем на искомой прямой произвольную точку М и рассмотрим
[image: image424.wmf]r

и
[image: image425.wmf]0

r

— ради- усы-векторы точек М и М 0. Вектор 
[image: image426.wmf]0

0

r

r

M

M

-

=

 лежит на прямой и, следовательно, ортогонален вектору
[image: image427.wmf]n

, что равносильно векторному равенству (
[image: image428.wmf]r

–
[image: image429.wmf]0

r

)·
[image: image430.wmf]n

= 0.

Полученное уравнение называется векторным  уравнением прямой. Переписав это уравнение в координатной форме, получим  уравнение прямой, проходящей через точку перпендикулярно вектору: A (x – x 0) + B (y – y 0 ) = 0. В полученном уравнении  x 0  и  y 0 — координаты точки М 0, а A и В — координаты вектора 
[image: image431.wmf]n

, который называется  вектором нормали прямой. 

Раскрыв скобки в полученном уравнении и обозначив число   – A x 0 – B y 0 через С, получим общее уравнение прямой: A x + B y + С = 0. В этом уравнении коэффициенты А и В при переменных являются координатами вектора нормали. 

Если А = 0, то уравнение примет вид B y + С = 0, нормаль 
[image: image432.wmf]n

= (0; В) перпендикулярна оси ОХ, а сама прямая, следовательно, параллельна этой оси. Если В = 0, то уравнение примет вид A x + С = 0, нормаль 
[image: image433.wmf]n

= (А; 0) перпендикулярна оси ОY, а сама прямая, следовательно, параллельна оси  ОY.  Если С = 0, то уравнение              A x + B y = 0 задает прямую, проходящую через начало координат.

Прямые, заданные общими уравнениями будут параллельны, если их нормали коллинеарны, и перпендикулярны, если их нормали ортогональны:

L 1: A 1 x + B 1 y + C 1 = 0, 
[image: image434.wmf])

;

(

1

1

1

B

A

n

=

 — вектор нормали,

L 2: A 2 x + B 2 y + C 2 = 0, 
[image: image435.wmf])

;

(

2

2

2

B

A

n

=

,   — вектор нормали.

L 1 ((  L 2  ( 
[image: image436.wmf]2

1

2

1

B

B

A

A

=

;    L 1 (  L 2  ( 
[image: image437.wmf]0

2

1

2

1

=

+

B

B

A

A

.

4. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ « В ОТРЕЗКАХ ».

Уравнение прямой вида  
[image: image438.wmf]1

=

+

b

y

a

x

 называется уравнением прямой «в отрезках». Его легко получить из общего уравнения прямой A x + B y + С = 0 при условии, что все коэффициенты А, В и С отличны от нуля.

A x + B y + С = 0 ( A x + B y = – С ( 
[image: image439.wmf]1

=

-

+

-

C

y

B

C

x

A

 ( 
[image: image440.wmf]1

=

-

+

-

B

C

y

A

C

x

. Обозначая  знаменатели дробей в последнем уравнении через a и  b, получим уравнение 
[image: image441.wmf]1

=

+

b

y

a

x

. В этом уравнении числа a и b равны величинам отрезков, которые прямая отсекает на осях координат. Действительно, при х = 0 получим y = b, а при y = 0 получим x = a, то есть  точки (0; b) и (a; 0) являются точками пересечения прямой с осями OY и OX соответственно.
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5. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ С УГЛОВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ.

Если в уравнении A x + B y + С = 0 коэффициент В ( 0, то уравнение можно преобразовать к виду y = k x + b . Это уравнение называется уравнением прямой с угловым коэффициентом. В нем k — угловой коэффициент, равный тангенсу угла наклона прямой к оси ОХ, b — ордината точки пересечения прямой с осью OY. Уравнением прямой с угловым коэффициентом можно задать любую прямую кроме вертикальной.

 Если известна точка М 0 (х 0,у 0) искомой прямой и ее угловой коэффициент k, то уравнение прямой удобно искать в виде y – y 0 = k (x – x 0).

Если прямые L 1 и L 2 заданы уравнениями  y = k 1 x + b 1 и y = k 2 x + b 2, то условием их параллельности является равенство k 1 = k 2. Для получения условия перпендикулярности   преобразуем   уравнения   к  общему   виду:    k 1 x – y +  b 1 = 0  и  k 2 x – y + b 2 = 0. Векторы нормалей равны 
[image: image442.wmf])

1

;

(

1

1

-

=

k

n

 и 
[image: image443.wmf])

1

;

(

2

2

-

=

k

n

. Следовательно, L 1 ( L 2 ( 
[image: image444.wmf]2

1

n

n

×

= 0, то есть k 1 k 2 + 1 = 0, или 
[image: image445.wmf]1

2

1

k

k

-

=

.

6. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ.

Углом между прямыми называется острый угол между ними. 

Угол ( между прямыми можно находить, используя направляющие векторы, векторы нормалей или угловые коэффициенты прямых. 

Пусть прямые L 1 и L 2  заданы своими каноническими уравнениями:

L 1: 
[image: image446.wmf]1

1

a

-

x

x

= 
[image: image447.wmf]2

1

a

-

y

y

, 
[image: image448.wmf])

;

(

2

1

a

a

=

a

 — направляющий вектор,

L 2: 
[image: image449.wmf]1

2

b

-

x

x

= 
[image: image450.wmf]2

2

b

-

y

y

, 
[image: image451.wmf])

;

(

2

1

b

b

=

b

  — направляющий вектор.

Заметим, что угол между направляющими векторами равен либо углу (, либо смежному с ним тупому углу (((, так как эти векторы направлены параллельно прямым. Поскольку cos (((() = ( cos (, то cos ( = (cos (((() (. Следовательно, имеем cos ( = (
[image: image452.wmf])

;

cos(

b

a

(= 
[image: image453.wmf]b

a

b

a

×

 = 
[image: image454.wmf]2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

1

b

+

b

a

+

a

b

a

+

b

a

.

Пусть прямые L 1 и L 2  заданы своими общими уравнениями:

L 1: A 1 x + B 1 y + C 1 = 0, 
[image: image455.wmf])

;

(

1

1

1

B

A

n

=

 — вектор нормали,

L 2: A 2 x + B 2 y + C 2 = 0, 
[image: image456.wmf])

;

(

2

2

2

B

A

n

=

, — вектор нормали.

Заметим, что угол между векторами нормалей равен либо углу (, либо смежному с ним тупому углу (((, так как эти векторы направлены перпендикулярно прямым. В результате получаем

cos ( = (cos (((() ( = (
[image: image457.wmf])

,

cos(

2

1

n

n

(= 
[image: image458.wmf]2

1

2

1

n

n

n

n

×

 = 
[image: image459.wmf]2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

B

A

B

A

B

B

A

A

+

+

+

.
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Пусть теперь прямые L 1 и L 2 заданы уравнениями  y = k 1 x + b 1 и y = k 2 x + b 2.  Обозначим через ( 1 и ( 2 углы между прямыми L 1 и L 2 и осью ОХ. Тогда угол ( между L 1 и L 2 равен ( ( ( 1 – ( 2 или ( ( ( 2 – ( 1. Следовательно, 

tg ( = (tg (( 1 – ( 2) (=
[image: image460.wmf]2

1

2

1

1

a

a

+

a

-

a

tg

tg

tg

tg

 = 
[image: image461.wmf]2

1

2

1

1

k

k

k

k

+

-

.

§ 4. ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ

1. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ.

Пусть даны точка М 0  и вектор 
[image: image462.wmf]n

. Требуется найти уравнение плоскости, проходящей через точку М 0 перпендикулярно вектору 
[image: image463.wmf]n

.

Возьмем на искомой плоскости произвольную точку М и рассмотрим 
[image: image464.wmf]r

 и 
[image: image465.wmf]0

r

— радиусы-векторы точек М и М 0. Вектор 
[image: image466.wmf]0

0

r

r

M

M

-

=

 лежит на плоскости и, следовательно,  ортогонален  вектору  
[image: image467.wmf]n

,   что   равносильно   векторному   равенству (
[image: image468.wmf]r

–
[image: image469.wmf]0

r

)·
[image: image470.wmf]n

= 0. Полученное уравнение называется векторным уравнением плоскости.

Переписав это уравнение в координатной форме, получим уравнение плоскости, проходящей через точку перпендикулярно вектору:

A (x – x 0) + B ( y – y 0 ) + C (z – z 0 ) = 0. В полученном уравнении x 0, y 0  и z 0 — координаты точки М 0, а А, В и С — координаты вектора 
[image: image471.wmf]n

, который называется  вектором нормали плоскости. 

Раскрыв скобки в полученном уравнении и обозначив число  – A x 0 – B y 0 – С z 0 через D, получим общее уравнение плоскости: A x + B y + С z + D = 0. В этом уравнении коэффициенты А, В и С при переменных являются координатами вектора нормали.

Если А = 0, то уравнение примет вид B y + С z + D = 0, нормаль 
[image: image472.wmf]n

= (0; В; C) перпендикулярна оси ОХ, а сама плоскость, следовательно, параллельна этой оси. Если В = 0, то уравнение примет вид A x + С z + D = 0,  нормаль 
[image: image473.wmf]n

= (А; 0; C) перпендикулярна оси  ОY, а сама плоскость параллельна оси ОY. Если С = 0, то уравнение примет вид  A x + B y + D = 0,   нормаль 
[image: image474.wmf]n

= (А; B; 0) перпендикулярна оси ОZ, а сама плоскость параллельна оси ОZ. Если D = 0, то уравнение A x + B y + С z = 0 задает плоскость, проходящую через начало координат.

Плоскости будут параллельны, если их нормали коллинеарны, и перпендикулярны, если их нормали ортогональны:

P1: A 1 x + B 1 y + C 1 z + D 1 = 0, 
[image: image475.wmf])

;

;

(

1

1

1

1

C

B

A

n

=

 — вектор нормали,

P2: A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0, 
[image: image476.wmf])

;

;

(

2

2

2

2

C

B

A

n

=

,   — вектор нормали.

P1 ((  P2  ( 
[image: image477.wmf]2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A

=

=

;    P1 (  P2  ( 
[image: image478.wmf]0

2

1

2

1

2

1

=

+

+

C

C

B

B

A

A

.
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2. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ ПО ТОЧКЕ И ДВУМ ВЕКТОРАМ, ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ПЛОСКОСТИ.

Пусть   имеется   точка   М 0 (x 0, y 0, z 0)   и   два   неколлинеарных   вектора 
[image: image479.wmf](

)

z

y

x

a

a

a

a

,

;

=

 и 
[image: image480.wmf](

)

z

y

x

b

b

b

b

,

,

=

. Требуется найти уравнение плоскости, проходящей через точку М 0 параллельно векторам 
[image: image481.wmf]a

 и 
[image: image482.wmf]b

.

Возьмем  произвольную  точку  М(x, y, z),  принадлежащую  искомой  плоскости.

Тогда векторы 
[image: image483.wmf]b

a

M

M

,

,

0

являются компланарными и их смешанное произведение равно нулю. Имеем уравнение: 
[image: image484.wmf]0

0

0

0

=

-

-

-

z

y

x

z

y

x

b

b

b

a

a

a

z

z

y

y

x

x

.

Рассмотренный подход к получению уравнения плоскости используется, в частности, при выводе уравнения плоскости, проходящей через три заданные точки. 

Пусть имеются три точки М 1 (x 1, y 1, z 1), M 2 (x 2, y 2, z 2), M 3 (x 3, y 3, z 3). Требуется найти уравнение плоскости, проходящей через эти точки. Возьмем на плоскости произвольную точку М (x, y, z) и рассмотрим векторы 
[image: image485.wmf]2

1

M

M

= (x 2 – x 1; y 2 – y 1; z 2 – z 1),


[image: image486.wmf]3

1

M

M

= (x 3 – x 1; y 3 – y 1; z 3  – z 1) и 
[image: image487.wmf]M

M

1

= (x – x 1; y – y 1; z – z 1), которые лежат в искомой плоскости и, следовательно, компланарны. Их смешанное произведение равно нулю. Получим искомое уравнение  
[image: image488.wmf]0

1

3

1

3

1

3

1

2

1

2

1

2

1

1

1

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

.

3. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ «В ОТРЕЗКАХ».

Уравнение плоскости вида  
[image: image489.wmf]1

=

+

+

c

z

b

y

a

x

 называется уравнением плоскости «в отрезках». Его легко получить из общего уравнения плоскости A x + B y + С z + D = 0 при условии, что все коэффициенты А, В, С и D отличны от нуля.

A x + B y + С z + D = 0 ( A x + B y + С z = –D ( 
[image: image490.wmf]1
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[image: image491.wmf]1
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. Обозначая  знаменатели дробей в последнем уравнении через a ,  b  и c, получим уравнение
[image: image492.wmf]1

=

+
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c
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. В этом уравнении числа  a,  b и с равны  величинам отрезков, которые плоскость отсекает на осях координат. Действительно, при х = y = 0 получим z = c, при x = z = 0 получим  y = b, а при y = z = 0 получим x = a, то есть точки (0, 0, c), (0, b, 0) и (a, 0, 0) являются точками пересечения плоскости с осями OX, OY и OZ соответственно.

4. УГОЛ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ.

Углом между плоскостями называется острый угол ( между ними. 
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Пусть плоскости P1 и P2 заданы уравнениями:

P1: A 1 x + B 1 y + C 1 z + D 1 = 0, 
[image: image493.wmf])

;

;

(
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1

1

1

C

B
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n

=

 — вектор нормали,

P2: A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0, 
[image: image494.wmf])

;

;

(
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C
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n

=

,   —  вектор нормали.

Заметим, что угол между векторами нормалей равен либо углу (, либо смежному с ним тупому углу (((, так как эти векторы направлены перпендикулярно плоскостям. В результате получаем  cos ( = (cos (((() ( = (
[image: image495.wmf])
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[image: image496.wmf]2
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§ 5. ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

1. КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ПРЯМОЙ.

Вывод канонических уравнений прямой производится точно так же, как это делалось для прямой на плоскости.

Пусть даны точка М 0 (x 0, y 0, z 0) и вектор 
[image: image498.wmf](

)

3

2

1

,

;

a

a

a

=

a

— направляющий вектор прямой. Требуется найти уравнение прямой, проходящей через точку М 0 параллельно вектору 
[image: image499.wmf]a

.

Возьмем на искомой прямой произвольную точку М (x, y, z) и рассмотрим 
[image: image500.wmf]r

 и 
[image: image501.wmf]0

r

 — радиусы-векторы точек М и М 0. Вектор 
[image: image502.wmf]0
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r

r

M

M

-

=

 лежит на прямой и, следовательно,  коллинеарен  вектору 
[image: image503.wmf]a

,  что  равносильно  векторному  равенству 
[image: image504.wmf]r

–
[image: image505.wmf]0

r

=
[image: image506.wmf]a

t —  векторному параметрическому уравнению прямой. Переписав это уравнение в координатной форме, получим параметрические уравнения прямой 
[image: image507.wmf]ï
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Из параметрических уравнений получаем канонические уравнения прямой в пространстве 
[image: image508.wmf]1
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[image: image509.wmf]2
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[image: image510.wmf]3
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, которые представляют собой условия пропорциональности координат коллинеарных векторов 
[image: image511.wmf])
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[image: image512.wmf])
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Уравнения  прямой,  проходящей  через  две  заданные  точки  M 1 (x 1, y 1, z 1)  и M 2 (x 2, y 2, z 2),  имеют  вид 
[image: image513.wmf]1
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[image: image516.wmf]2
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[image: image517.wmf])
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, лежащий на прямой, можно использовать в качестве направляющего вектора. 

Прямые, заданные каноническими или параметрическими уравнениями будут параллельны, если их направляющие векторы коллинеарны, и перпендикулярны, если их направляющие векторы ортогональны:

Пусть прямые L 1  и L 2, заданы каноническими уравнениями:

L1: 
[image: image518.wmf]1
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[image: image521.wmf])
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 — направляющий вектор,

L2: 
[image: image522.wmf]1
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[image: image523.wmf]2

2

b

-

y

y

 = 
[image: image524.wmf]3

2

b

-

z

z

, 
[image: image525.wmf])
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 — направляющий вектор.

Тогда условия параллельности и перпендикулярности этих прямых описываются следующим образом:

L 1 ((  L 2  (
[image: image526.wmf]3
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Угол ( между прямыми L 1 и L 2  вычисляется по формуле 

cos ( = (
[image: image528.wmf])
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, так как угол между направляющими векторами 
[image: image531.wmf]a

 и 
[image: image532.wmf]b

данных прямых равен либо углу (, либо смежному с ним углу ( – (.

2. ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ.

Прямая в пространстве может быть задана как линия пересечения двух плоскостей:
[image: image533.wmf]î
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. Эти уравнения задают прямую, если плоскости, определяемые уравнениями  A 1 x + B 1 y + C 1 z + D 1 = 0 и  A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0, не параллельны, и называются общими уравнениями прямой. 

Связь с каноническими уравнениями:

Пусть прямая задана каноническими уравнениями
[image: image534.wmf]1
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. Получили общие уравнения прямой.

Пусть теперь прямая задана общими уравнениями
[image: image542.wmf]î

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

0

0

2

2

2

2

1

1

1

1

D

z

C

y

B

x

A

D

z

C

y

B

x

A

. 

18

Для получения канонических уравнений этой прямой необходимо найти координаты x 0, y 0, z 0 некоторой точки данной прямой и координаты ее направляющего вектора 
[image: image543.wmf]a

.

В качестве координат точки следует взять некоторое решение системы уравнений  
[image: image544.wmf]î
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Для получения координат направляющего вектора используем уравнения плоскостей  A 1 x + B 1 y + C 1 z + D 1 = 0 и A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0, определяющих данную прямую.


[image: image545.wmf])

;

;
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 — вектор нормали первой плоскости, 
[image: image546.wmf])

;

;
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, — вектор нормали второй плоскости. Поскольку данная прямая принадлежит обеим плоскостям, то ее направляющий вектор
[image: image547.wmf]a

 параллелен этим плоскостям и, следовательно, ортогонален векторам 
[image: image548.wmf]1

n

и 
[image: image549.wmf]2

n

. Отсюда следует, что в качестве направляющего вектора можно взять векторное произведение векторов 
[image: image550.wmf]1
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и 
[image: image551.wmf]2
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, то есть 
[image: image552.wmf]a

= 
[image: image553.wmf]1
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[image: image554.wmf]2
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.

3. ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ.

Пусть даны плоскость P: A x + B y + С z + D = 0 с вектором нормали 
[image: image555.wmf]n

= (А; В; С) и прямая L: 
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 с направляющим вектором 
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. Напомним, что 
[image: image560.wmf]n

(P, 
[image: image561.wmf]a

((L.

Получим условия параллельности и перпендикулярности прямой и плоскости.

L ((P ( 
[image: image562.wmf]a
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[image: image563.wmf]n

 ( 
[image: image564.wmf]n

·
[image: image565.wmf]a
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L ( P ( 
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Углом ( между прямой и плоскостью называется угол между прямой и ее проекцией на эту плоскость. Заметим, что угол между нормалью к плоскости и направляющим вектором прямой будет равен 
[image: image569.wmf]2
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Точка пересечения прямой и плоскости находится как решение системы уравнений данных прямой и плоскости. При этом уравнения прямой лучше взять в параметрическом виде: 
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§ 6. ПОЛУПРОСТРАНСТВА И ПОЛУПЛОСКОСТИ.

1. ПОЛУПРОСТРАНСТВА.

Пусть имеется плоскость P: A x + B y + С z + D = 0 с вектором нормали 
[image: image575.wmf]n

= (А; В; С).

Положительным полупространством, определяемым плоскостью P и ее нормалью 
[image: image576.wmf]n

 называется множество точек М (x, y, z) пространства, такое, что для некоторой точки М 0 (x 0, y 0, z 0) плоскости P угол между векторами 
[image: image577.wmf]n

 и 
[image: image578.wmf]M

M

0

не превышает 
[image: image579.wmf]2

p

. Поскольку для острого угла (  cos ( ( 0,  а 
[image: image580.wmf]0

2
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, то данное условие можно переписать в виде 
[image: image581.wmf](
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, что равносильно неравенству 
[image: image582.wmf]n

 ·
[image: image583.wmf]M
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( 0. Так как  
[image: image584.wmf]n

 = (А; В; С),  а  
[image: image585.wmf]M

M

0

= (x – x 0; y – y 0, z – z 0) ,  то  получаем  неравенство A ( x – x 0) + B ( y – y 0) + C ( z – z 0) ( 0 ( A x + B y  + C z  – A x 0 – B y 0 – C z 0  ( 0 (  A x + B y + С z + D ( 0. На последнем шаге использовали равенство – A x0 – B y0 – C z0 = D, которое является верным, так как М 0 (P.

Таким образом, положительное полупространство задается неравенством            A x + B y + С z + D ( 0.

Заметим, что выбор точки М 0 не влияет на полученный результат, поскольку равенство – A x 0 – B y 0 – C z 0 = D является верным для любой точки М 0 ( P.

Отрицательным полупространством, определяемым плоскостью P и ее нормалью 
[image: image586.wmf]n

 называется множество точек    М (x, y, z) пространства, такое, что для некоторой точки М 0 (x 0, y 0, z 0) плоскости P угол между векторами –
[image: image587.wmf]n

 и 
[image: image588.wmf]M
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[image: image589.wmf]2
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. Повторяя приведенные выше рассуждения, получим
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 Так как 
[image: image593.wmf]n

= (–А; –В; –С), а 
[image: image594.wmf]M
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= (x – x 0, y – y 0, z – z 0) , то получаем неравенство –A ( x – x 0) – B ( y – y 0) – C ( z – z 0) ( 0 ( –A x – B y  – C z  + A x 0 + B y 0 + C z 0 ( 0 ( –Ax – By – Сz – D ( 0 ( Ax + By + Сz + D ( 0. 

Таким образом, отрицательное полупространство задается неравенством             A x + B y + С z + D ( 0.
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2. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПЛОСКОСТИ.

Пусть имеется плоскость P: A x + B y + С z + D = 0 и точка 
[image: image595.wmf])
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. Расстояние от точки 
[image: image596.wmf]M
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до плоскости P равно длине перпендикуляра, опущенного из точки 
[image: image597.wmf]M
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 на плоскость P. Возьмем на плоскости произвольную точку М 0 (x 0, y 0, z 0). 

Предположим сначала, что точка 
[image: image598.wmf]M
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принадлежит положительному полупространству. Тогда угол ( между  векторами 
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Заметим, что произведение  (
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 ( 0 , так как точка 
[image: image616.wmf]M
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 принадлежит положительному полупространству.

Пусть теперь точка 
[image: image617.wmf]M
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принадлежит отрицательному полупространству. Тогда угол ( между  векторами –
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 и 
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острый , их скалярное произведение положительно и равно –
[image: image620.wmf]n
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(cos ( равно проекции вектора 
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на вектор  –
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, перпендикулярный плоскости P , то есть равно d — длине перпендикуляра, опущенного из точки 
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 на плоскость P. Следовательно

–
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( 0, так как точка 
[image: image636.wmf]M
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принадлежит отрицательному полупространству.

В общем случае расстояние от точки 
[image: image637.wmf]M
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до плоскости P вычисляется по формуле d = 
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3. ПОЛУПЛОСКОСТИ. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ.

Пусть имеется прямая L: A x + B y + С = 0 с вектором нормали 
[image: image639.wmf]n

= (А; В).
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Положительной полуплоскостью, определяемой прямой L и ее нормалью 
[image: image640.wmf]n

 называется множество точек М (x, y) плоскости, такое, что для некоторой точки          М 0 (x 0, y 0) прямой L угол между векторами 
[image: image641.wmf]n

 и 
[image: image642.wmf]M

M

0

не превышает 
[image: image643.wmf]2

p

.

Отрицательной полуплоскостью, определяемой прямой L и ее нормалью 
[image: image644.wmf]n

 называется множество точек М (x, y) плоскости, такое, что для некоторой точки          М 0 (x 0, y 0) прямой L угол между векторами  –
[image: image645.wmf]n

 и 
[image: image646.wmf]M
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не превышает 
[image: image647.wmf]2
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Повторяя рассуждения, приведенные в пунктах 1. и 2.,  получим неравенства    A x + B y + С ( 0 и A x + B y + С ( 0, задающие положительную и отрицательную полуплоскости соответственно. Формула расстояния от точки 
[image: image648.wmf])
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до прямой L имеет вид d =
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